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1 Une famille de séries

Proposition 1.0.1. Pour tout p € N, la série de terme général nP2™" est convergente.

Démonstration. Cette série est & termes positifs. Lorsque n tend vers U'infini, n?*2? = o(2").
Pour tout n assez grand, on a donc nP*2 < 2" d’ou nP2™" < 1/n?, terme général d’une série de

Riemann convergente. [J

Notons, pour tout p € N,

n=0
La suite (Sp)pen est la suite numéro A076726 de I’Encyclopédie en ligne des suites d’entiers
(OEIS), a l'adresse https://oeis.org/A0T6726.

Proposition 1.0.2. Sy = 2 et pour tout p > 1,
p—1
p
Sp=) (k) Sk

k=0

Démonstration. Sj est la somme d’une série géométrique de raison 1/2 :

1
So = - % =2
Soit p > 1. On a 07/2° = 0 et donc
Sp = Z on
n=1
Faisons le changement d’indice n = n’ + 1.
o0 o
(n+1)P 1 (n+1)P
Sp = Z on-+1 = 5 Z on
n=0 n=0


https://oeis.org/A076726

En développant (n + 1)P avec la formule du bindéme,

Par linéarité de la somme,

d’ou le résultat. O

p
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Sp

Se66 =

|2]2]6]26]150 | 1082 | 9366 | 94586 | 1091670 | 14174522 | 204495126

FIGURE 1 — Les premicres valeurs de .9,
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FIGURE 2 — La valeur de Sggg



2 Une interprétation combinatoire

Peut-on obtenir une expression « explicite » de S, 7 Nous allons montrer que ’on peut exprimer
Sp a I'aide des nombres de Stirling de deuxiéme espece.

Théoréme 2.0.3. Pour tout p € N,

5o p
8= 2Zk!{k}
k=0

Pour démontrer ce théoréme, nous allons interpréter S, /2 comme le cardinal d’un ensemble. En
calculant ce cardinal, nous obtiendrons la valeur de .S,.

Définition 2.0.1. Soit E un ensemble fini. Une partition ordonnée de E est un m-uplet
(Ai1,...,Ap) de parties de E ot m € N et {A;,..., A} est une partition « standard » de
E.

Notons II(E) I'ensemble des partitions ordonnées de E. Le cardinal de II(E) ne dépend que du
cardinal p de E et pas de E. Notons F), = |II(E)| si |E| = p. Les entiers F}, sont appelés les
nombres de Bell ordonnés ou aussi les nombres de Fubini. L’appellation « nombre de Fubini » est
liée au théoréme de Fubini qui permet 'interversion et le regroupement de sommes a l'intérieur
de sommes multiples. Par exemple, il y a 13 fagons d’écrire une somme triple :

Z Ug,b,c = Z Z Ug,b,c = Z Z Ugb,c = Z Z Uq,b,c

(a,b,c)eAXBxC a€A (b,c)eBxC beB (a,c)eAXC ceC (a,b)eAXB
= Z Z Uq,b,c = Z Z Ugb,c = Z Z Uq,b,c
(b,c)eBxC acA (a,c)eAxC beB (a,b)eAx B ceC
= Z Z Z Ug,b,c = Z Z Z Ug,b,c = Z Z Z Uq,b,c
a€AbeEB ceC acAceCbeB beB acAceC
= Z Z Z Uq,b,c = Z Z Z Uq,b,c = Z Z Z Ua,b,c
beB ceC acA ceC acAbeB ceCbeBacA

Notons que 2 x 13 = 26 = .55.

Proposition 2.0.4. Fy =1 et pour tout p > 1,

Démonstration. Soit F un ensemble fini de cardinal 0 (on n’a pas beaucoup le choix, E = 0).
On a II(F) = {()}, donc Fy = 1. Soit p > 1. Soit E un ensemble de cardinal p. Pour tout



P = (Al,...,Am) S H(E), soit q)(P) = (Al,(AQ,.. . ,Am)> € F ou

F=J U {4 xI(E\A4A)

k=1 AP, (B)

La fonction ® est une bijection de II(E) sur F. On a donc (union disjointe)
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Le changement d’indice &' = p — k donne le résultat. [

Proposition 2.0.5. Pour tout p € N, S, = 2F),.

Démonstration. Montrons le résultat par récurrence forte sur p. On a Sy = 2 et Fy = 1. Soit
p > 1. Supposons que pour tout k € [0,p — 1], Sk = 2F}). Par les propositions [2] et

S—pi ps—pf Plom, = 2F,
p— k k= k k= p

k=0 k=0
O

Proposition 2.0.6. Pour tout p € N,
P
p
F, = k!
k=0

Démonstration. Soit £ un ensemble fini de cardinal p. Pour tout k£ € [0, p], notons II;(E)
I'ensemble des partitions ordonnées de E de cardinal k et ITj (E) I'ensemble des partitions « stan-
dard » de E de cardinal k. Soit @ : II(E) — II}(E) définie par

B((Ay,..., Ap) = {A1,..., A}

L’application ® est surjective. Plus précisément, pour tout P = {Ay,..., A} € I, (E), |27 1(P)| =
k!, le nombre de permutations des ensembles distincts (car disjoints et non vides) Ay, ..., Ag.
On a

(E)=2 (I (E) = |J e '({r}

Pcll (E)



Cette union est disjointe, donc

M(B) = > | '({P})]=KI(E)
Pell) (E)

,(B)] = {z}
p
T (B)] = k!{ k}

(E) = | m(E)
k=0

donc

Remarquons maintenant que

Cette union est disjointe, d’ou le résultat. [

Les propositions [5] et [6] achévent la preuve du théoréme [3|
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