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Pour tout réel a, soit f, : R — R définie par f,(0) = 0 et, pour tout z > 0,

o1
falz) = |2|* sm;

Les fonctions f, sont de classe C°° sur R*.

Remarque. Dans les figures qui vont suivre, on prolonge f, a R par imparité. Pourquoi ? parce
que c’est plus joli.

1 Lecasa<0

On suppose dans cette section que o < 0.
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FI1GURE 1 — La fonction f_;

Proposition 1. La fonction f, n’est bornée dans aucun voisinage de 0.



Démonstration. Pour tout n € N*,

1 T\ ¢
o5z | = (204 2
! <2n7r+g> (nﬂ+2>

Lorsque n tend vers l'infini, cette quantité tend vers +oo. [

Corollaire 2. Sia <0, la fonction f, n’est pas continue en 0.

2 Lecasa=0

Proposition 3. La fonction fo n’a pas de limite en 0.
Démonstration. Pour tout n € N*,

1
- =1
f0<2mr+§>

Par caractérisation séquentielle, si fo a une limite £ en 0, alors £ = 1. On a aussi pour tout

nEN 9
< )

Par caractérisation séquentielle, si fy a une limite £ en 0, alors £ = 0. Comme 0 # 1, fp n’a pas
de limite en 0.
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FiGURE 2 — La fonction fy



Corollaire 4. fy n’est pas continue en 0.

3 Lecasa>0

On suppose dans cette section que o > 0.
3.1 Continuité

Proposition 5. La fonction f, est continue en 0.

Démonstration. Pour tout x € Ry,
|[fa(2)] < |2

Lorsque z tend vers 0, |z|* tend vers 0. Par le théoréme de comparaison, f,(x) tend vers
0 = fa(0) lorsque z tend vers 0. [J

3.2 Dérivabilité

Proposition 6. La fonction f, est dérivable en 0 si et seulement si a > 1. De plus, si o > 1,

74(0) =0

Démonstration. Pour tout z > 0,

A= fa(x) — fa(0) a—1 1

V2 IO —petind = fuata)

Par 1’étude précédente,

e Si0 < a<1, A est non borné dans tout voisinage de 0.
e Sia=1, A n’a pas de limite en O.
e Sia>1, A tend vers 0 lorsque = tend vers 0.
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FIGURE 3 - La fonction f/,
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FI1GURE 4 — La fonction f;
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FIGURE 5 — La fonction f3/o



3.3 Classe C!
Proposition 7. La fonction f, est de classe C' si et seulement si o > 2.

Démonstration. Si a < 1, la fonction f, n’est pas dérivable en 0. Elle n’est donc pas de classe
C'. Supposons dorénavant o > 1.

Pour tout z > 0,

1 1
/ a—1 _: a—2
f.(r)=ax sin — — & COS —
a( )

Le premier terme tend vers 0 lorsque x tend vers 0. Facilement, le second terme a une limite en
0 si et seulement si a > 2, d’ou le résultat. [

4 Lipschitz

Proposition 8. Si a < 2, la fonction f, n’est pas lipschitzienne sur R .

Démonstration. Supposons a < 2. Pour tout n > 1, posons

1
- = et - -
n 2nm + 5 e n 2nm —
O
o fal@n) = !
a\¥n) = 2nm+ %)% (2nm)”
1 1
Jolyn) = = (2nm — g)a ~ _(Znﬂ)a
et donc 5
foe(xn) - fa(yn) ~ (277,7T)a
Egalement,
B 1 1 - T ™
T o+ T 2r—I @+ D)@ —I) | (2nm)?
De la,
fa(xn) - fa(yn) -~ g(2nﬂ')2_a

Tn — Yn ™
Si a < 2, cette quantité tend vers +oo lorsque n tend vers I'infini. Les taux d’accroissements de
fa ne sont pas bornés, donc f, n’est pas lipschitzienne. [

Proposition 9. Sia > 2, la fonction f, n’est pas lipschitzienne sur Ry.



Démonstration. Supposons a > 2. Cette fois, c’est le comportement de f, au voisinage de
+00 qui va nous intéresser. Pour tout n > 1,

fa(n) = fa(0) — pol Sinl ~ 2
n—0 n

Comme o — 2 > 0, cette quantité tend vers +oo lorsque n tend vers l'infini. Les taux d’accrois-

sements de f, ne sont pas bornés, donc f, n’est pas lipschitzienne. [

Lemme 10. Pour tout réel t, |sint| < [¢].

Démonstration. La fonction sin est dérivable sur R et pour tout ¢ € R,
|sin’t| = |cost| < 1

Par 'inégalité des accroissements finis, sin est 1-lipschitzienne sur R. En particulier, pour tout
teR,
|sint —sin0| < |t — 0|

O

Proposition 11. La fonction fo est 3-lipschitzienne sur R, .

Démonstration. La fonction fy est dérivable sur Ry. En utilisant le lemme précédent, on a
pour tout x # 0,

1 1
|fo(x)| = |2z sin — — cos —| < 2|z
x

x

. 1’
sin —| +
x

1 1
cos —| <2|z|— +1=3
x ]

De plus, f5(0) = 0. Ainsi, par 'inégalité des accroissements finis, fo est 3-lipschitzienne sur R..
O
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FIGURE 6 — La fonction fy sur lintervalle [—1, 1]



5 Classe D?, classe C?

Proposition 12. f € D*(R.) si et seulement si a > 3. Si a > 3, on a alors f(0) = 0.

Démonstration. Si o < 2, alors f, n’est pas de classe C', donc f, n’est pas de classe D2
Prenons donc a > 2. On a pour tout = > 0,
/ !
— f1(0
fa(x) fa( ) :Oé.l‘a_zsin*—l‘a_?)COS*
z—0 T x

Le premier terme tend vers 0 lorsque x tend vers 0. Facilement, le second terme a une limite en
0 si et seulement si a > 3. Cette limite est alors nulle, d’ou le résultat. [

Proposition 13. f € C3(R.) si et seulement si o > 4.

Démonstration. Si a < 3, alors f, n’est pas de classe D?, donc f, n’est pas de classe C2.
Prenons donc a > 3. On a pour tout x > 0,
2

1 1
/ a—1 _: a

r) = ox Sin — — X COS —
fa( ) X X

1 1 1
() = o — 1)z 2 sin — — (200 — 2)2“ 3 cos — + 2% sin —

x x x
Les deux premiers termes tendent vers 0 lorsque x tend vers 0. Facilement, le dernier terme a
une limite en 0 si et seulement si o > 4. Cette limite est alors nulle, d’ou le résultat. [

6 Bilan

e f, est lipschitzienne sur R si et seulement si a = 2.
fa € CO(RY) si et seulement si o > 0.
fo € DY(RY) si et seulement si o > 1.
fo € CH(RY) si et seulement si o > 2.
fo € D?(Ry) si et seulement si o > 3.
fa € C?(Ry) si et seulement si o > 4.
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