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Proposition 1. Soit n ∈ N. Soit p un nombre premier.

νp(n!) =

∞∑
i=1

⌊
n

pi

⌋

Démonstration. Posons E = J1, nK. On a

E =
⋃
k∈N

Ek

où
Ek = {x ∈ E : νp(x) = k}

On a alors

νp(n!) =
∑
x∈E

νp(x)

=
∑
k∈N

∑
x∈Ek

νp(x)

=
∑
k∈N

∑
x∈Ek

k

=
∑
k∈N

k|Ek|

Posons maintenant pour tout k ∈ N,

Fk = {x ∈ E : pk | x}

On a

• Fk+1 ⊆ Fk.
• Ek = Fk \ Fk+1.

Ainsi,
|Ek| = |Fk| − |Fk+1|
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De là,

νp(n!) =
∑
k∈N

k|Ek|

=
∑
k∈N

k(|Fk| − |Fk+1|)

=
∑
k∈N

k|Fk| −
∑
k∈N

k|Fk+1|

=
∑
k∈N

k|Fk| −
∑
k∈N∗

(k − 1)|Fk|

= 0|F0|+
∑
k∈N∗

(k − (k − 1))|Fk|

=
∑
k∈N∗

|Fk|

Que vaut le cardinal de Fk ? On a

Fk = {pk, 2pk, . . . , αpk}

où
αpk ≤ x < (α+ 1)pk

On a donc |Fk| = α, et il reste à remarquer que

α ≤ x

pk
< α+ 1

et donc
α =

⌊
x

pk

⌋
�
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