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Cette égalité a fait couler beaucoup d’encre depuis qu’elle a été écrite par Ra-
manujan. De nombreux auteurs ont décrit de toutes aussi nombreuses méthodes
pour « justifier » cette égalité injustifiable. Nous allons dans cet article décrire
I'une de ces méthodes, qui fait partie de la grande famille des méthodes de
régularisation.

1 La méthode de régularisation d’Abel
1.1 L’idée

Soit >"72, ax une série de terme général complexe aj. Supposons que la série
soit divergente, c’est a dire que la suite de terme général

n
=D
k=0

soit une suite divergente. La méthode de régularisation d’Abel consiste & consi-
dérer, pour € > 0, la série
o0
= E ape ke
k=0

Comme e *¢ tend rapidement vers 0 lorsque k tend vers l'infini, la série ci-
dessus, sous certaines conditions portant sur les ax, a des chances de converger.
Remarquons que si k € N est fixé, lorsque ¢ tend vers 0, aze * tend vers ay.

Définition 1. La somme au sens d’Abel de la série >~ ay est

(Z%) = lim g(e)
k=0 A

e—0t

Un petit commentaire s’impose. La somme au sens d’Abel de la série est

lim g(¢) = lim lim Zake ke

e—0 e—>0n—o0



On voit donc apparaitre une « limite de limite ». Il est bien connu que 1’on ne
peut pas impunément intervertir deux limites. Ainsi, la valeur de la somme au
sens d’Abel est a priori différente de

n
lim lim E are " = lim E a
n—)oos—)Ok 0 n—00

La méthode de régularisation d’Abel consiste en fait & attribuer comme valeur
A une limite qui n’existe pas la valeur d'une autre limite qui, elle, existe.

1.2 La méthode d’Abel pour la somme des entiers naturels

Prenons, pour tout k € N, ay = k. La série ZEOZO k est évidemment une série
divergente. Sa n°® somme partielle est

N~ et
Snf’;)kf 5

et cette quantité tend vers +oo lorsque n tend vers l'infini. Un petit espoir
subsiste, c’est que cette série converge au sens d’Abel. Malheureusement, ce
n’est pas le cas.

Posons, pour tout n € N et tout z € C,

gn(z) = Z ke "=
k=0

—kz

Pour quelles valeurs de z la série de terme général ke converge-t-elle ? Une
—kz

condition nécessaire est que son terme général tende vers 0. Ceci oblige e =
(e7*)* a tendre vers 0, et donc |e~*| < 1, ou encore |e*| > 1.

Inversement, soit z € C tel que |e*| > 1. Posons

hn(z) = Z ek

k=0
de sorte que pour tout z € C, hl,(2) = —gn(2).
Comme |e*| > 1, on a e* # 1. De 14,
1— e—(n+1)z
h(2) = —————

(2) 1—e*

En dérivant par rapport a z, nous obtenons

W (2) = SR ot De (e - e
" (1—e#)2

Remarquons maintenant que

—(n+2)z‘ _ n —2z

|ne e
e



Lorsque n tend vers l'infini, cette quantité tend vers 0 (puissances comparées).
De méme, (n 4 1)e” (1D tend vers 0. On en déduit que

—Zz

e
gn(2) e A—e2)2
La série de terme général ke ** est donc convergente, de somme
(z) = i ke % = 7
9 - P - (1 _ e—z)2
Remarquons que |e*| = eR¢#. La condition |e*| > 1 est donc équivalente &

Re z > 0. Pour tout réel z > 0, g,(z) converge donc lorsque n tend vers 'infini
vers g(x). Voici la courbe de g sur R .

Lorsque z tend vers 0, g(z) tend vers 4+o0o. Ainsi, la méthode de régularisation
d’Abel échoue.

Nous allons dans ce qui suit utiliser une méthode de régularisation plus puissante
que la méthode d’Abel. Cette méthode utilise des oscillations amorties.

2 Oscillations amorties

2.1 Introduction

Pour tout k € N, considérons la fonction ¢y définie pour tout x € R par

—k

vr(x) = e " coskx

Voici le graphe d’une telle fonction.
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Les courbes bleues sont les graphes de x — £e~**, la fonction utilisée par la
méthode de régularisation d’Abel. Nous allons quant & nous utiliser la courbe
noire, en espérant que cette fois-ci la série associée convergera.

Pour tout entier naturel n et tout réel x, posons donc

n

fulz) = Z ke % cos kx

k=0

Nous allons montrer que pour tout > 0, f,(z) converge lorsque n tend vers
Iinfini. En appelant f(z) la limite en question, nous montrerons ensuite que
f(x) a une limite réelle lorsque x tend vers 0.

2.2 Le calcul de f(z)

En utilisant les formules d’Euler, on a pour tout k € N et tout = € R,

coskx = (e”’” + e*i’”)

N

On en déduit que pour tout n € N,

ful@) = % (Z e k(—i)z +Zkek(1+i)z>
k=0 k=0

= 5 (on((1=)2) + ga((1+ 1))

ou la fonction g, a été définie dans la premiére partie. Nous avons vu que la
suite de terme général g, (z) converge pour tout z complexe tel que Re z > 0.
Pour tout réel z, la partie réelle de (1 —4)x et de (1 +4)x est x. Six > 0, fr(x)
converge donc lorsque n tend vers l'infini vers

1

f@) = 5(g((A = 9)z) + 9((1 +19)z))



ot, rappelons-le,

672
9(z) = m
La valeur de f(x) peut étre calculée explicitement. On a

e—xem

g(1—d)z) = m
e~TeiT (1 — e~ Tei)?2
(1— e=eim)2(1 — e—Te—ix)2
e T (] — QeI | o~2me2in)
(1 —2e~7cosx + e27)2
eT (eI — Qe 4 ¢~20ein)

(1 —2e~cosx + e 27)2

et de méme, _ _
e—m(e—zm — 2% + e—Qmezm)
(1 —2e~cosx + e27)2

g(1+i)r) =

On en déduit

e (cosz — 2% + e ¥ cos )
(1 —2e7cosx + e 2%)2

fz) =

Voici le graphe de f sur R .
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Il semble que f tend vers une limite finie lorsque = tend vers 0. C’est ce que
nous allons maintenant prouver.



3 Le comportement de f en 0

3.1 Un développement asymptotique de g en 0

Rappelons que pour tout z € C tel que Re z > 0,

—Zz

g(z) = m

Il n’est pas difficile, quoique un peu fastidieux, de faire un développement
asymptotique de g en 0. Les coefficients de ce développement font intervenir
des nombres de Bernoulli, mais le calcul peut étre fait a la main, en utilisant un
développement limité de ’exponentielle en 0. On obtient, & 'ordre 4,

1 1 22 24

_ - R 4
93)= 3~ 15t o0 goss T o)

On retrouve ce que 1'on avait déja remarqué dans la premiére partie de l’article :
a cause du terme Z%, g(z) tend vers +oo lorsque le réel x tend vers 0.

3.2 Un développement limité de f en 0

En remarquant que (1 4-4)% = 4-2i, on obtient pour tout x > 0,

1 1 =22  —4zt
1 _ 4 — - -~ 4
9((1 —d)z) o 127 20 goas TO®)
7 1 iz x4
= 37 13 100 " 15 T o@)

272 12 120 ' 1512

et 2 4
? 1 1 z

1 3 = —_—— —_—
9400 =55 -5+ 720 " 52

En ajoutant et en divisant par 2, il vient

+o(z?)

1 xt

J@) ==+ 51

+o(z*)

3.3 La limite de fen O

Avec le développement limité ci-dessus, on obtient immédiatement que

) — -
TS T 12



4 Conclusion

Soit Z;OZO aj une série éventuellement divergente de terme général complexe
ay. La méthode de régularisation par oscillations amorties consiste a considérer,
pour € > 0, la série

fle) = Z are” " cos ke
k=0

—ke

Remarquons que pour k£ € N fixé, lorsque ¢ tend vers 0, ape™" cos ke tend vers

ag .

Définition 2. La somme au sens des oscillations amorties de la série Y2~ ag

est
(Zak> = lim f(e)
k=0 o

e—=0t

Nous avons donc montré le résultat suivant.

(),

De facon définitive, ON N’A PAS 7° (k = —1—12. La somme en question est
égale & +0o. Mais par une méthode de régularisation, nous avons montré que

cette somme, au sens des oscillations amorties, vaut —%.

Proposition 1.

La méthode que nous avons décrite dans cet article a été introduite par K.
Sugiyama dans un article daté de 2014, Zeta function regularization of the sum
of all natural numbers by damped oscillation summation method.

L’article en question va plus loin que ce dont nous avons parlé. Il explique en
particulier les raisons qui poussent & considérer des oscillations amorties, et
pourquoi ce type précis d’oscillations est choisi. Cet article peut facilement étre
trouvé par une recherche sur Internet.
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