MPSI Dénombrements 2024 Exo 27

Exercice 1. Pour n € N, on note U,, ’ensemble des parties de ’ensemble [0, n— 1] ne contenant
pas deux entiers successifs. On note u,, le cardinal de U,,.

1. Calculer ug, u et us.

2. Déterminer, pour tout n € N, une relation entre U, t2, Up+1 et U,. en déduire une relation
entre Un49, Upy1 €t Up.

3. Déterminer, pour tout n € N, u,, en fonction de n.

Exercice 2. Soit E un ensemble fini non vide. On note P,(E) 'ensemble des parties de E de
cardinal pair et P;(F) I'ensemble des parties de E de cardinal impair.

1. Trouver une bijection entre P,(E) et P;(E).

2. Conclusion ?

Exercice 3. Soit F un ensemble fini de cardinal n. Soit
E={(A,B)e P(E)*, AC B}

En écrivant £ comme une union finie judicieuse d’ensembles disjoints, calculer |£].

Exercice 4. Soit F un ensemble fini de cardinal n. Soit
E={(A,B)e P(E)’, AN B =}

Calculer |£].

Exercice 5. Soient m et n deux entiers non nuls. Déterminer le nombre d’applications stric-
tement croissantes de [1,m] dans [1,n].

Indication : une telle application est caractérisée par un ensemble de m entiers entre 1 et n.

Exercice 6. Méme question en remplagant « strictement croissantes » par croissantes. On
pourra se ramener a ce qui précéde en remarquant que si f est croissante, I’application g définie
par g(z) = f(x) +x — 1 est strictement croissante.

Exercice 7. Soit n un entier naturel. Dénombrer astucieusement les parties & n éléments d’un
ensemble de cardinal 2n et en déduire que

zn: n\ > _(2n
k) \n
k=0
Exercice 8. Démontrer que I'application f de N? dans N définie par

f(w7y):%(w+y)(:v+y+1)+y

est une bijection.

Exercice 9. Pour tout ensemble fini £ de cardinal n, on note B,, le nombre de partitions de
E. Ce nombre est appelé le nombre de Bell d’indice n.

1. Calculer By, By, B2, Bs.



2. Montrer que pour tout n € N,

3. Que vaut Bg?

Exercice 10.

1. Soit n € N. Soit A = ( ) ( ) . Calculer A~1L.
0 1 n
Indication : On pourra considérer l’endomorphisme f de l’espace vectoriel R,[X] défini
par f(P)=P(X +1).
2. Soient (ap)n>0 et (by)n>0 deux suites réelles. On suppose que pour tout n € N,
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k=0

=303

Montrer que pour tout n € N,

-
k=0

Ce résultat s’appelle la formule d’inversion de Pascal.
Exercice 11. Soit n € N. Soit 0 € &,,. On dit que o est un dérangement lorsque pour tout

k € [1,n], o(k) # k. On note d,, le nombre de dérangements de &,,.

1. Calculer dy, d1, do, ds.
2. Montrer que pour tout n € N,

k=0

3. Déduire de la formule d’inversion de Pascal une formule explicite pour d,.

Exercice 12. Pour tous n, k € N, on note [Z] le nombre de permutations de &,, possédant k

orbites. Les entiers [Z] s’appellent les coefficients de Stirling de premiére espéce.

1. Soit n € N. Que valent [m et [Z] ?

2. Soit k € N. Que vaut [}]?

3. Soient n, k € N tels que n < k. Que vaut [Z} ?
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>[}]

. Soit n € N. Déterminer

5. Montrer que pour tous n, k > 1,
n n—1 n—1
= -1
[k] [k—l]—i_(n )[ k }

6. Ecrire une fonction Python calculant les coefficients de Stirling et donner dans un tableau
les valeurs de [Z] pour n, k € [0, 10].



