MPSI Fonctions convexes 2024 Exo 13

Exercice 1.

1. Soient a,b € R. Montrer que

2. Soient a, b, ¢ € [0, 7]. Montrer que

b
sip 20 TC S

1
3 g(sina—l—sinb—i—sin c)

3. Soient a, b, c,d € R’ . Montrer que

a-+2b+ 3c+4d
n >

1
1 0 _E(lna+2lnb—|—3lnc—|—4lnd)
4. Soient a,b,c,d, e € [0, 5[. Montrer que
4b + 6¢c + 4d 1
tana+ +1Z‘+ te §E(tana—|—4tanb+6tanc+4tand+tane)

Exercice 2. Soient p,q € R tels que % + % = 1. Soient a,b > 0. En utilisant la concavité de

la fonction In sur R* , montrer que

al  b?
—+—>ab
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Exercice 3. En utilisant la concavité de la fonction In sur R’ , montrer que pour tout n > 1,

pour tous z1,...,T, > 0,
r1+...+xy

n

Vax1...xn <

Exercice 4.  Utiliser 'exercice précédent pour montrer que pour tout n > 1, pour tous
T1,...,Tn >0, 0n a

X1 €2 T,
—+ —=+4+...+4—>n
X2 x3 x1

Exercice 5.

1. Montrer que pour tout z € [0, F],
2 .
—x <sinx <x
T

2. Montrer que pour tout z € [0, 5],
2 ™

l1—-—x<cosr<——x
s 2
s

3. Montrer que pour tout z € [0, §],

4
r<tanzr < —x
T

Exercice 6. Soient a,b € R tels que a < b. Soit f € C%([a,b]) telle que f(a) = f(b) = 0. On
note M = maxi, ) | f”].



1. Soit g : [a,b] — R définie pour tout x € [a, b] par

Montrer que g est convexe.

2. Soit h : [a,b] — R définie pour tout x € [a, b] par

() = £(2) + (o = a)(b— 2)

Montrer que h est concave.

3. Montrer que pour tout z € [a, b],

M
2

[f(2)] < Z-(z —a)(b—x)

Exercice 7. On se donne un réel p, p > 1.

1\P
1. Soit ¢ : [0,1] — R définie par p(z) = <1 - :EP) . Montrer que ¢ est convexe.

2. Soient n > 1et ay, - ,an,b1,- - ,b, 2n réels positifs. Montrer que
1 1 1
n P n P n P
() < () + (30)
i=1 i=1 i=1
On utilisera la question précédente en posant
A\ = (ai +b;)" ot z; = a;

> i1 (aj +05)"

||z[| = <é !fﬂilp>

Démontrer, pour x,y € R et A € R :

3. Pour tout x € R™, on pose

(a) ||z]|=0 = x =0.
(b) [[Az][ = [Alf[]]-
(©) [lz+yll < |l + [yl

Qu’obtient-on avec p = 27 Les résultats précédents restent-ils valables lorsque 0 < p < 17

Exercice 8. Soit f: R — R bijective, convexe.

1. On suppose que f € D%(R) et que f’ ne s’annule pas (et donc f’ est de signe constant).
Que dire du signe de (f~1)"”? Conclusion ?

2. On ne suppose plus que f est dérivable. Que dire de f=1?
Exercice 9. Soit f: R — R convexe.

1. Montrer que f a une limite en +oco (réelle ou +00 ou —o0).
f(z)

2. Montrer que z — - a une limite en +oo (réelle ou +00) .

3. Si @ — a € R lorsque © — +00, montrer que f(z) — ax a une limite en +oo (réelle
ou —00).



