MPSI Suites Récurrentes 2024 Exo 07 bis

Dans chacun des exercices ci-dessous, f est une fonction & valeurs réelles et a est un nombre réel. On
considére la suite (up)n>o définie par up = a et, pour tout n € N, up11 = f(uy).

Dans chacun des exercices, on dessinera la courbe de la fonction f et la droite d’équation y = .

Exercice 1. On pose, pour tout xz € R,
f(@) = 2z — ?)

1. On pose pour tout n € N, v,, = u,, — % Déterminer v, 41 en fonction de v,.
2. En déduire v, en fonction de n, puis u, en fonction de n.

3. Déterminer la limite éventuelle de u,, lorsque n tend vers I'infini. On discutera selon les valeurs de
a.

Exercice 2. On suppose a € [0,1]. On pose pour tout z € R,
f(z) =sinz

Etudier le signe de la fonction g :  — f(z) — x.
Montrer que si u converge, sa limite est 0.
Montrer que pour tout n € N, u,, € [0, 1].

Montrer que u est décroissante. En déduire que u converge.

AN

On suppose maintenant que a € R. Comment peut-on se ramener & ce qui précéde ?

Exercice 3. On pose, pour tout z € R, f(z) = cosx.

1. Montrer que pour tout n > 2, u, € [0,1].
2. Montrer qu’il existe un unique réel £ tel que cos? = £. Montrer de plus que 0 < £ < 1.
3. Montrer que si la suite u converge, sa limite est £.
4. Montrer que pour tous z,y € R,
|cosz — cosy| < sinx;y |z — y|

5. En déduire que pour tout n > 2,
[tnt1 — €] < Klup, — ¢

ou K =sinl.

6. Montrer que la suite u converge vers /.



