MPSI Suites 2024 Exo 07

Exercice 1. Montrer 'existence de trois réels a, b et ¢ tels que

w€>1;—9+i+L
T U k(k+1)(k+2) k k+1 k42

En déduire une expression simplifiée de

n
1
Up = —_—
; k(k+1)(k+2)
puis I’éventuelle limite de u,, lorsque n tend vers l'infini.

Exercice 2. Pour les suites récurrentes ci-dessous, donner une expression de u,, en fonction de n.

1. upyr = 4(u, — ui), 0 <wup < 1. On pourra poser uy = sin? a.

2. Upt1 =2+ Up, —2 < ug < 2. On pourra poser uy = 2 cos 6.
Exercice 3. Soit u une suite réelle telle que les suites extraites (uzn)n>0, (U2n+1)n>0 €t (Usn)n>0
convergent. Montrer que la suite u est convergente.

Exercice 4. Soit a € [—1,400[. On pose pour tout € [—1, +00],

flx)y=Vi+z

On note ¢ la racine positive de ’équation z?2

pour tout n € N, up41 = f(un).

—x — 1 = 0. On considére la suite u définie par ug = a et,

Montrer que la suite u est bien définie.
Montrer que si u converge, sa limite est .

Etudier le signe de la fonction g : x — f(z) — z.

W Do

On suppose a < ¢. Montrer que la suite u est croissante et majorée par ¢. En déduire que u
converge.

5. On suppose a > . Montrer que la suite u est décroissante et minorée par ¢. En déduire que u
converge.
Exercice 5. Soit A C R. Démontrer que A est dense dans R si et seulement si pour tout réel x, il existe

une suite (a,)n>0 d’éléments de A telle que a,, — x lorsque n tend vers 'infini.

Exercice 6. Soit (uy)n,>0 une suite réelle. On pose, pour tout n > 1,
1 n
U,=—
=15 u
k=1

1. On suppose que la suite u tend vers un réel . On se donne un réel ¢ > 0. Soit N tel que
Vn > N, |u, —£| <e. Soit n > N. Montrer que

1Nfl
U, — 1t <= .y
| |_n;|Uk |4 ¢

2. En déduire existence d’un entier N’ tel que Yn > N’ |U,, — £| < 2¢. Conclusion ?

3. Le résultat ci-dessus (si une suite est convergente, alors elle est convergente « en moyenne ») est
appelé le théoréme de Cesaro. Sa réciproque est-elle vraie ?



Exercice 7. Soient a et b deux réels strictement positifs. Etudier les deux suites u et v définies par
récurrence par ug = a, vg = b, et

u 1 =
Yn >0 s
-7 Un+1 = 4/ UnpUn

Exercice 8. Soient a et b deux réels strictement positifs. Etudier les deux suites u et v définies par
récurrence par ug = a, vg = b, et

Upp1 = Un+Vn
n Z 07 2usvn
Untl = 4 to.
Exercice 9. Pour n > 0, on pose
n
1
n = @)
k=0 \k
Etudier la convergence de la suite (uy,).
Exercice 10. On pose pour tout n > 1,
~ (—D*
Uy =
Pt 2k+1

En étudiant deux suites extraites, prouver que cette suite est convergente.

zzdil = 7 mais ceci est une aulre histoire.

On peut prouver que la limite de la suite u est fol

Exercice 11. Soit a > 1 un réel strictement positif fixé. On considére la suite (u,)n>o définie par

ug = a, et pour tout entier n,
1 a
Un+1 = 5 (un + u)
n

. Montrer que cette suite converge vers £ = \/a.

—_

2. Montrer l'existence d’un réel K tel que

Vn >0, |unp1 — £ < Klu, —£]?

w

. En déduire un majorant de |u,, — ¢| fonction de K, ug, n et L.

W

. On prend a = 2. Quelle est l'erreur commise en approchant v/2 par uyg ?
Exercice 12. Pour tout n > 0 on pose
n
1
en=> Al
k=0
1. Montrer que cette suite est convergente. On note e sa limite.
2. Soient n, p deux entiers naturels, n < p. Montrer que

1
— < —
0<ep en_n!n

3. En déduire que

1
Yn>0,0<e—e, < —
nln

4. Déduire de ce qui précede que e € Q.

Exercice 13. Déterminer, pour les suites ci-dessous, u, en fonction de n.

1. ug=1,u; = —2,Yn > 0, Upt2 = DUpt1 — 6Uy.
2. up =3,Yn > 0,upy1 = 3u, + 2.

3. Ug = 1,U1 = 72,Vn Z O,un+2 = 4un+1 - 4’U,n



