MPSI 2025 DM 17-corrigé

I Partie I

1. Soit G : @ — [y P(t) dt. La fonction G, primitive du polynéme P sur R, est un polynome.

(1) Soit @ € R[X] tel que Q' = P et fol @ = 0. Comme ( est une primitive de P sur R,
il existe ¢ € R tel que Q = G + ¢. On a alors

0:/01QZC+/01G

et donc ¢ = — fol G, d’ou 'unicité.

(3) Soit ¢ = — fol G. Soit Q = G + c. La fonction @ est un polyndéme, Q' = G’ = P et

/01Q2c+/01G=o

d’ou Dexistence.

2.
By = 1
1
B = X-2=
2
1
By, = XQ—XJrg
3 1
By = X?-ZX?4+_-X
3 5 T3
1
B, = X*-—o2x34+x2_ —
4 + 30

3. Par une récurrence facile, pour tout n € N, deg B,, = n et le coefficient dominant de B,

est 1.
4. Soit n > 2. On a . )
Bu(1) — B,(0) = / B — n/ Byt =0
0 0
5.(a) Ona Cyp=B(l—-X)=By=1.S0it n>1. On a
O = ((-1)"Bu(1 = X)) = —(=1)"B,(1 = X) = n(-1)"""Ba-1(1 = X) = nCr-1

n

De plus, en posant x = 1 — ¢,

/010_— /Bl—x /B

On a donc C), = n®(Cp_1).
(b) Montrons par récurrence sur n que pour tout n € N, C;, = B,. On a Cy = By = 1.
Soit n > 1. Supposons Cy,_1 = B,_1. On a alors

Cp =n®(Cp_1) = n®(By_1) = By



(¢) Par la question précédente, on a pour tout n € N,
(=1)"Bn(1 — X) = Bp(X)

Si n est pair, alors B, (1 — X) = B,(X). Le graphe de B,, est donc symétrique par
rapport a la droite d’équation x = 1/2. Si n est impair, alors B, (1 — X) = —B,(X).
Le graphe de B,, est donc symétrique par rapport au point (1/2,0).

(d) Soit n > 3 un entier impair. On a

Bn(l) = _Bn(l - 1) = _Bn(o)
Or, By(0) = By, (1), done B, (0) = By(1) = 0.

Egalement,
B,(1/2) = —B,(1 —-1/2) = —B,(1/2)
et donc By (1/2) = 0.
6. Montrons par récurrence sur m que pour tout m € N, le polynéme By, 11 ne s’annule
pas sur l'intervalle }0, %[

On a By = X —1/2. Le polynéme Bj ne s’annule qu’en 1/2.

Soit m € N. Supposons que Ba,,41 ne s’annule pas sur ]0,1/2[. Supposons qu'’il existe
a €10,1/2[ tel que Bap43(a) = 0. Comme 2m+3 > 3, on a Bay,13(0) = Ban43(1/2) = 0.
En appliquant Rolle & Bay,,13 entre 0 et «, puis entre o et 1/2, on obtient deux réels
0<f<a<y<1/2tels que

Bom+2(8) = Bami2(v) =0

Appliquons Rolle & By, 12 entre § et v pour obtenir un réel § tel que
0<f<d<y<l/2

et tel que Bay,11(d) = 0. Contradiction.

7. Pour m € N, notons
Py, = By (X) — B, (0)
Ona Py=0.81im#0,
Pr,n, = Bém = QmBgm_l
P/, ne s’annule pas sur |0,1/2[ donc, par le TVI, P/ est de signe constant sur ]0,1/2[.

De 1a, P, est strictement monotone sur ]0,1/2[. Or, P,,(0) = 0. Donc, P, est de signe
constant sur [0,1/2]. Par les symétries de Ba,,, ce signe est aussi celui de P, sur [1/2,1].

| Partie 11

1. Soient N € N* et t € ]0,1[. On a (somme des termes d’une suite géométrique)

G2i(N+1)mt _ 2imt

N .
S = Z 62@k7rt —

it __
= e 1

En factorisant par e,

CIN+ D)t _ it

S =

2isinmt
et donc
Re(S) = sin(2N + 1)7t — sinwt _ sin2N +1L)mt 1

2sin 7t 2sin 7t 2

2



De 1a,

2. (a)

(b)

N .
sin((2N + 1)7t)
142 Z cos(2kmt) =1+ 2Re(S) = -
= sin(7rt)

Par Taylor-Young, on a au voisinage de 0

_ tB!(0) + o(t) N B! (0) + o(1)
sin 7t s

on(t)

Ainsi, ¢, (t) tend vers B}, (0)/m lorsque ¢ tend vers 0.
Comme n > 2, on a B, (0) = B, (1). Posons t =1—h. On a
B

w(L=1) = Ba(1) _ 10 Balh) = Ba(0)

(pn(t) =

sinm(1 —h) sinh

Lorsque ¢ tend vers 1 (et donc h tend vers 0), cette quantité tend vers (—1)"B/,(0)/x.
La fonction ¢, est de classe C* sur ]0, 1[ et pour tout ¢ €]0, 1],

ol (t) = B, (t)sinmt — w(By(t) — Bp(0)) cosmt A

sin? 7t  sin?
Faisons un DL de A a 'ordre 2 en 0.

A = nBy_1(t)sinnt — w(By,(t) — By(0)) cos 7t

= (nB,_1(0) +ntB._1(0) + o(t))(nt + o(t?)) — n(tB.,(0) + %tQBZ(O) +0(t?))(1 + o(t))

= (nBn_1(0) +n(n — 1)tB,_2(0) + o(t))(rt + o(t?)) —
m(ntBp,_1(0) + %n(n — 1)t2B,_2(0) + o(t?))(1 + o(t))
= n(n— 1)%7523”_2(0) +o(t?)

De 1a,

It = n(n —1)5t*B,_2(0) + o(t?)
Pn sin? t

Le dénominateur est équivalent en 0 & 72¢2, donc ¢/, (t) tend vers n(n—1)B,,_2(0)/(27).
Par un corollaire du théoréme des accroissements finis, ¢, est de classe C! sur [0, 1].
Un calcul analogue montre que ¢, a une limite finie en 1, et donc ¢,, est de classe C!

sur [0, 1].

3. Par une intégration par parties, on a pour tout = > 0,

f(0) = f(1)cosx

1 1 1
/ f(t)sinxtdt = + ;/ f'(t)cosxtdt = A+ B
0 0

On a

AL < Z(70)]+ 171

et donc A tend vers 0 lorsque z tend vers +oo. Egalement,

1,
Bl< [ 1)

et donc B tend vers 0 lorsque x tend vers +4o0.



4. (a) Soient n > 2 et k € N*. En intégrant par parties,

_ L . 1 !
Lix = %W[Bn(t)sm(%rkt)]o . / B! (1) sin(2rkt) dt

. /
= o / B, (t) sin(27kt) dt

Intégrons a nouveau par parties.

_ 1 / 1 1 /1 "
L = ppyes [B,,(t) cos(2mkt)]; 722 o B, (t) cos(2mkt) dt
n n(n —1)
= (B ()= Buao) - Uy

Si n > 3, le terme intégré est nul. Si n = 2, il vaut 1/(27%k?). Ainsi,

e Sin > 3, alors
n(n—1)
In,k = —W n—2,k

e De plus,
1 1

Iop= oo 1],
kT 9n2kz T opeg2 Ok

(b) Soit k& € N*. On vérifie facilement que Iy = I = 0. De la, une récurrence sur m
montre que

e Pour tout m € N, Ipp, 41 = 0.
e Pour tout m € N*,
N )]

5.(a) On a

1 1 N
/0 Yam () sin((2N + 1)7t) dt = /0 ©am(t) (1 +2 Z cos(27rkt)> sin 7t dt

k=1

Sit#0,1, alors @on,(t)sin(nt) = Bam(t) — Bap(0). Cette égalité reste en fait valable
sit=0out=1 (les deux membres sont nuls). On a donc

1 1 N
/O Dom(t)sin((2N + 1)rt) dt = /0 (Bam(t) — Bom(0)) (1—1—22(:05(2771{:1&)) dt

k=1

= /Bgm Ot — Bam(0) 23" o
k=1

1
—232,”(0)2 / cos(2mkt) dt
k=170

L’intégrale de Bs,, est nulle. Les intégrales des cosinus aussi. Ainsi,

N
/01 @Qm(t) sin((?N + 1)7Tt) dt = —Bgm(O) +2 Z IQm,k




(b) Par I1.3 et caractérisation séquentielle des limites, les intégrales ci-dessus tendent vers
0 lorsque N tend vers l'infini. Ainsi,

N 2m—1,.2m
1 2 T
s (=)™ By, (0)
];1 k2m n—oo (2m)!
(c) Prenons m =1. On a B3(0) = 1/2, d’ou
1 9 w2
2T RO =5
k=1
Prenons m = 2. On a B4(0) = —1/30, d’ou
“1 14 m
2 g1 ok 37 Bal0) =g

k=1



