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Dans tout le probléme, a et b sont deux réels tels que a < b.

On note S(a, b) 'ensemble des suites finies croissantes de points de [a, b] possédant au moins deux termes.

Pour toute fonction f : [a,b] — R et toute suite o = (to,t1, - ,t,) € S(a,b) ou n € N*, on pose
n—1
S(f,0)= Z | f(tiv1) — f(t)]
=0
On note

E(f) = {S(faa)va € S<a7b)}

La fonction f est dite & variation bornée sur [a,b] lorsque ensemble E(f) est majoré, et on appelle
variation totale de f sur [a,b] le réel

Vau(f) = sup E(f)

On convient également, pour toute fonction f et tout réel a, que V, .(f) = 0.

On note V([a, b]) 'ensemble des fonctions a variations bornée sur le segment [a, b].
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1. Soit f une fonction croissante sur [a, b].
(a) Démontrer que I'ensemble E(f) est majoré par f(b) — f(a).
La fonction f est donc a variation bornée sur [a,b] et V, ,(f) < f(b) — f(a).
(b) Exhiber une suite o € S(a,b) telle que S(f,0) = f(b) — f(a).
(c¢) En déduire que V, ,(f) = f(b) — f(a).
2. Enoncer sans le démontrer un résultat analogue pour les fonctions décroissantes.

3. Soit k € R,. Soit f une fonction k-lipschitzienne sur [a,b]. Démontrer que f € V([a,b]) et que
Vau(f) < k(b—a).

4. Soit f € C*([a,b]).
(a) Montrer 'existence de M = max{|f'(x)|,z € [a,b]}.
(b) Montrer que f € V([a,b]) et que V,,(f) < M(b—a).
5. Soient f,g € V([a,b]). Démontrer que f + g € V([a,b]) et que

Vao(f +9) < Vau(f) + Vaus(9)

Montrer par un exemple que cette inégalité peut étre stricte.
6. Soit f € V([a,b]). Soit A € R. Montrer que A\f € V([a,b]) et que

Vas(Af) = [AIVas(f)

7. Quelle est la structure de ensemble V([a, b]) ?

8. On construit dans cette question une fonction continue qui n’est pas a variation bornée. Soit
f:[0,1] — R définie par
e f(0)=0
o ¥n > 1, f(1/n) = (=1 /n
e Vn > 1, f est affine sur l'intervalle [1/(n + 1),1/n] (c’est a dire de la forme  — a,,z + b, ou
an, by € R).

(a) Tracer le graphe de f.

(b) Montrer que f est continue sur [0, 1].



(¢) Pour tout n > 2, soit

1 1 11
On = (nvn_la"'7271> € 5(0,1)

Démontrer que pour tout n > 2, S(f,0,) > Hy, ou
n
1
Ho=> %
k=1

(d) Montrer que pour tout n € N*, Hy,, — H,, > % En déduire que H, tend vers +oo lorsque n
tend vers l'infini.

(e) Montrer que f ¢ V([0,1]).
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Dans cette partie, f est une fonction & variation bornée sur le segment [a, b].
1. Soient «, 8 € [a, b] tels que o < B. Montrer que f € V([a, f]), et que
Va,s(f) < Vau(f)

2. On se donne z,y € [a,b] tels que a < x < y < b.

(a) Soient m,n € N*. Soient o1 = (tg, - ,tm) € S(a,z) et 02 = (ug, -+ ,un) € S(x,y). Soit
o= (to, ** ,tm,Ug," "+ ,Uy). Démontrer que

S(f701)+s<f702) < S(faa)

En déduire, en justifiant soigneusement chaque étape du raisonnement, que

Vaa(f) 4 Vey(f) < Vay(f)

(b) On se donne un réel € > 0.
i. Démontrer qu'il existe o’ € S(a,y) tel que S(f,0’) >V, ,(f) —e.

ii. Soit o € S(a,b) obtenue en rajoutant éventuellement = & o’. Montrer que
S(f,0) = 5(f,0") = Vay(f) — €
iii. En décomposant o de fagon convenable, prouver que
Vau(f) + Vay(f) 2 Vay(f) —¢
(c) Démontrer la « relation de Chasles » :

Va,x(f) + Vz,y(f) = Va,y(f)

3. Soit ¢ : [a,b] — R définie pour tout = € [a, ] par p(x) = V, (f).
(a) Montrer que ¢ est croissante sur [a, b].

(b) Montrer que pour tous x,y € [a, b],
r<y = ¢(y) —ex) = [fy) - f(z)|
(¢) Montrer que f — ¢ est décroissante et que f + ¢ est croissante.
4. Démontrer le théoréme suivant.

Théoréme. Soit f : [a,b] — R. La fonction f est & variation bornée sur [a,b] si et seulement si
f est la somme d’une fonction croissante et d’une fonction décroissante.



