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On considére les suites (uy)nen €t (vn)nen définies par récurrence par ug = vg = 1 et pour tout
n €N,
Up4+1 = Un + Up
Untl = Up X Up
-I-

1. Démontrer que pour tout n € N, u,, et v, sont des entiers naturels non nuls.

2. Montrer que les suites (up)n>0 €t (v, )n>1 sont strictement croissantes. En déduire que ces
deux suites tendent vers 4+oo lorsque n tend vers l'infini.

3. Montrer que %2 tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini. En déduire que u, ~ v,_1.
que ¥ q

4. Prouver que, pour tout n > 1,

En déduire que pour tout n > 2,
n—2
Up, = ]jI'uk
k=0
5. On note ¢ = 1+—2‘/5 et = % les racines de I'équation 2% = x + 1.

(a) Montrer que pour tout n € N, ¢" + ¢"*! = ©"*2, Enoncer une propriété analogue
pour .
9
(b) Prouver que ¢ < :.
c¢) Montrer 'existence de quatre entiers a, b, ¢, d tels que
() q b, c, q

0’ = a+byp
* = ct+dyp

On calculera explicitement ces entiers. En déduire un majorant entier de ¢? et un
majorant entier de ¢3.

(d) Démontrer que pour tout n > 3,

4 S077.71 4 SOn
) el
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On note, pour tout n € N,
w, = Inv,
Un
an, =
Un

Brn = In(1+ay)

1. Démontrer que pour tout n > 2, w, = wWp—1 + Wn—2 + Pn_2.




2. Prouver que pour tout n > 4,
2

Unp—1

ﬁn<an§

3. On définit par récurrence la suite (F),)p>0 par Fy = F1 = 1, et pour tout n > 2,
Fp=Fy 1+ Fho
(a) Démontrer que, pour tout entier naturel n > 2,
Spn =F, o+ F, 19
Enoncer une propriété analogue pour .
(b) Déduire de la question précédente une expression simple de F,, en fonction de n.
4. En considérant la somme »;_, wyF,,_j, démontrer que pour tout n > 2,

n—2

Wy = Z BrFn—2—k

k=0

5. En déduire l'existence de deux réels a et b indépendants de n, que l'on calculera, tels que
pour tout entier n > 2,

k=0 k=0
-111-
On pose pour tout n > 2,
— B B
Sn = Z oot Tu=) ¢
k=0 ¥ k=0 ¥

1. (a) Démontrer que la suite (Sy),>2 est majorée. On pourra majorer, pour tout entier k
assez grand, la quantlte Be £ par le terme général d’une suite géométrique.

(b) En déduire que la suite (Sn)nzg est convergente. On note S sa limite.

2. Soient n et p deux entiers naturels vérifiant 5 < n < p.

(a) Démontrer que
2 =

> L

k=n—1 ¥

0< 5= 8n<—
o

(b) En déduire une majoration de S — S, en fonction de u,_2, n et ¢.
(¢) Prouver que S, =S+ o (%)

3. (a) Démontrer que, pour tout entier k suffisamment grand,

SDk72
(5) 7=

(b) En déduire que, pour tout entier k suffisamment grand,

B
@k
(c) Déduire de la question précédente que la suite (73,),>2 est bornée. On ne cherchera

pas & prouver la convergence de cette suite.

=2k

4. Déterminer, en fonction de S, ¢ et n, un équivalent simple de v, lorsque n tend vers
I'infini.



